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R esu m en
En este trabajo introducimos una formalizaci¶ on del concepto de r¶ egimen eco-
n¶ omico. Hacemos una revisi¶ on acerca de las nociones b¶ asicas y las distintas
de¯niciones de r¶ egimen econ¶ omico y cambio de r¶ egimen para describir como
estas nociones aparecen impl¶ ³cita o expl¶ ³citamente en diferentes ¶ areas de la lite-
ratura econ¶ omica. Luego describimos un m¶ etodo para representar la din¶ amica
de cambio en modelos econ¶ omicos con m¶ ultiples reg¶ ³menes. La idea central es
que en estos modelos el espacio de los estados de la econom¶ ³a puede ser dividido
en subconjuntos cada uno de ellos representando uno de los reg¶ ³menes posibles
que puede ocupar la econom¶ ³a. De esta manera es posible observar dos tipos
de din¶ amica: una dentro del r¶ egimen, propia de cada estado, y una de cambio
de un r¶ egimen a otro. Para representar la din¶ amica de cambio entre reg¶ ³menes,
cada uno de ellos es representado con un s¶ ³mbolo (etiquetado). De esta manera
la din¶ amica de cambio de reg¶ ³menes tiene como dominio un conjunto de s¶ ³mbo-
los que representan los estados posibles de la econom¶ ³a en estudio. Es entonces
posible en el an¶ alisis de la din¶ amica de cambio de r¶ egimen usar las herramientas
de la din¶ amica simb¶ olica, obteniendo en algunos casos representaciones medi-
ante grafos dirigidos y matrices de los que se pueden comprender algunas de las
propiedades fundamentales de la din¶ amica de reg¶ ³menes del modelo.
A b stract
In this paper we introduce the concept of economic regime. We review the
basic notions and di®erent de¯nitions of economic regime and regime switching
to describe how these notions appear implicitly or explicitly in di®erent areas
of the economic literature. Then we introduce a method to represent dynamics
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across regimes in multiple regime economic models. In these models the state
space of the economy can be divided in regions, each of them representing a
di®erent regime of the economy. Then, we have a twofold dynamics: one within
a given regime and one across regimes. To represent dynamics across regimes,
each regime is labeled with a symbol and so doing, the domain is a set of
symbols representing the possible states of the economy. Then the evolution of
the economy is represented by a coded dynamics. The latter is related with the
more formal, mathematical branch called symbolic dynamics. Such proximity
often permits the use of formal techniques that are well established in the
mathematician's tool box to represent dynamics across regimes with directed
graphs and matrices and to extract dynamical properties of the models.
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1 . In tro d u cci¶ o n
Muy frecuentemente podemos observar en econom¶ ³a que relaciones muy
distintas gobiernan la conducta din¶ amica en diferentes situaciones. Si de¯ni-
mos un r¶ egimen econ¶ omico como una conducta din¶ amica cualitativa que puede
ser claramente distinguida de otras conductas (llamadas tambi¶ en reg¶ ³menes),
entonces una econom¶ ³a ideal deber¶ ³a representarse con un modelo que ad-
mita m¶ ultiples reg¶ ³menes. En este tipo de modelo pueden ser distinguidas
dos din¶ amicas, una al interno de cada r¶ egimen y otra de cambio de r¶ egimen.
La primera puede ser vista como un modelo local de la econom¶ ³a cuando esta
ocupa un determinado r¶ egimen y es, en cierto sentido, una din¶ amica "puntual"
a la que pueden ser aplicados los m¶ etodos tradicionales a la hora de estudiar
sus propiedades. Por otro lado, la din¶ amica de cambio de r¶ egimen puede ser
interpretada como un cambio estructural en la econom¶ ³a ya que lo que cambia
es el modelo que la representa. Es claro que esta din¶ amica tiene como do-
minio un conjunto discreto (el conjunto de los reg¶ ³menes que puede ocupar la
econom¶ ³a) y en este trabajo intentaremos introducir un m¶ etodo para represen-
tarla. Este m¶ etodo esta estrechamente relacionado con una rama de la teor¶ ³a
de los sistemas din¶ amicos llamada din¶ amica simb¶ olica.
Gran parte de la historia econ¶ omica reciente de varios pa¶ ³ses se puede re-
producir como una sucesi¶ on de cambios de r¶ egimen de crecimiento econ¶ omico.
El objetivo central de este trabajo es el de proponer un instrumento (la din¶ amica
codi¯cada y la din¶ amica simb¶ olica) para analizar la din¶ amica de estos fen¶ omenos
con m¶ ultiples reg¶ ³menes, esto es, para la din¶ amica donde los saltos de r¶ egimen
de crecimiento econ¶ omico representan cambios estructurales, cambios cualita-
tivos abruptos en el tipo de din¶ amica econ¶ omica observada. Desde el punto de
vista te¶ orico esta impostaci¶ on se inspira en la investigaci¶ on en sistemas din¶ ami-
cos complejos, donde los investigadores recolectan datos o construyen modelos
para determinar cuales variables o par¶ ametros pueden ser importantes para
la identi¯caci¶ on de reg¶ ³menes y sus fronteras. Los dos aportes de este tra-
bajo son la introducci¶ on del formalismo y la terminolog¶ ³a de la din¶ amica con
m¶ ultiples reg¶ ³menes y la aplicaci¶ on de estas t¶ ecnicas de codi¯caci¶ on en algunos
ejercicios simples en modelos con dos reg¶ ³menes. Partiendo de estos ejercicios,
mostramos la relaci¶ on de los modelos con m¶ ultiples reg¶ ³menes con la macroe-
conom¶ ³a din¶ amica cl¶ asica.98 M odelos E con ¶ om icos con M ¶ u ltiples R eg¶ ³m enes
Dado que el concepto de r¶ egimen econ¶ omico aparece reiteradamente y con
varias acepciones en la literatura econ¶ omica, empezaremos este art¶ ³culo (sec-
ci¶ on 1) haciendo una revisi¶ on de algunos trabajos relevantes en la literatura
econ¶ omica en los que el concepto de r¶ egimen juega un papel importante para
poder uni¯car criterios y obtener una de¯nici¶ on coherente y general. Luego de
esta revisi¶ on, en la secci¶ on 2 propondremos una de¯nici¶ on formal de r¶ egimen
econ¶ omico que intente capturar las distintas acepciones del t¶ ermino. A par-
tir de esta de¯nici¶ on, hacemos una reformulaci¶ on de los conceptos din¶ amicos
m¶ as importantes en t¶ erminos de la din¶ amica de cambio de reg¶ ³menes y pre-
sentamos la simbolizaci¶ on como m¶ etodo de representaci¶ on de dicha din¶ amica.
Finalmente, en la secci¶ on 3 presentamos un ejemplo ilustrativo de la utilizaci¶ on
del m¶ etodo para un modelo con dos reg¶ ³menes donde la din¶ amica de cambio de
reg¶ ³menes es representable mediante un grafo dirigido. Este trabajo tiene como
antecedentes dos trabajos conjuntos (Brida y Punzo (2003) y Brida, Puchet
y Punzo (2003)) en el que se reinterpreta una parte importante de la historia
de las teor¶ ³as del ciclo econ¶ omico mediante modelos con m¶ ultiples reg¶ ³menes
4 y se introducen algunas t¶ ecnicas estad¶ ³sticas para el trabajo con fen¶ omenos
con m¶ ultiples reg¶ ³menes y varios trabajos de Punzo (Punzo (1995, 1996, 1997),
Punzo y BÄ ohm (1992, 1994, 1997, 1998), Punzo, Abraham y Hotton, (1996))
acerca del cambio econ¶ omico estructural y m¶ etodos en din¶ amica econ¶ omica.
Hemos construido este art¶ ³culo basados en estos antecedentes, pero dando un
paso adelante al introducir la posibilidad de representar la din¶ amica del cambio
econ¶ omico estructural a trav¶ es de una sucesi¶ on de s¶ ³mbolos y el uso de esta
para recabar propiedades del cambio estructural.
2 . E l co n cep to d e r¶ eg im en eco n ¶ o m ico
El t¶ ermino r¶ egimen tiene una larga historia en la literatura econ¶ omica. Ha sido
usado impl¶ ³cita o expl¶ ³citamente en forma extensiva en varias ¶ areas re¯ri¶ en-
dose no solamente a aspectos metodol¶ ogicos sino tambi¶ en anal¶ ³ticos, de pol¶ ³tica
econ¶ omica, etc. A pesar del uso extensivo del t¶ ermino, este no esta bien de¯nido
y no signi¯ca lo mismo para los distintos autores que lo utilizan. Desde el punto
de vista intuitivo, un r¶ egimen es una conducta econ¶ omica cualitativamente dis-
tinta de otras conductas econ¶ omicas tambi¶ en llamadas reg¶ ³menes. Un ejemplo
cotidiano de reg¶ ³menes econ¶ omicos lo podemos tener en la separaci¶ on de las
econom¶ ³as de acuerdo a los niveles de in°aci¶ on que presentan en r¶ egimen de
in°aci¶ on controlada, r¶ egimen de de°aci¶ on, r¶ egimen de in°aci¶ on elevada, etc. Es
claro que una econom¶ ³a puede pasar por estos distintos reg¶ ³menes de in°aci¶ on
y que sus mecanismos de funcionamiento cambian al cambiar la econom¶ ³a de
r¶ egimen. Entonces, para poder establecer un modelo global de una econom¶ ³a
(con respecto a la variable in°aci¶ on en este caso), uno tiene que pensar en un
modelo que pueda ser descompuesto en distintos modelos locales, cada uno de
estos representando un r¶ egimen de la econom¶ ³a. Es claro que interesa conocer
el modelo global pero nosotros nos concentraremos en la modelizaci¶ on de los
cambios de r¶ egimen, es decir en cuales son las reglas de cambio del modelo local.
Desde el punto de vista econ¶ omico, un r¶ egimen esta caracterizado por un
conjunto de reglas e instituciones que representan la econom¶ ³a y generan su
4 E n este trab ajo ya aparece la idea de usar la codi¯caci¶ on en la representaci¶ on d e los
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conducta din¶ amica cualitativa. Por lo tanto, un cambio de r¶ egimen se asocia
con un cambio en ese conjunto de reglas e instituciones. Desde el punto de
vista matem¶ atico, hay un cambio de r¶ egimen cuando cambia la naturaleza de
una ecuaci¶ on. Los cambios de r¶ egimen pueden ser continuos o discontinuos y
muy frecuentemente est¶ an asociados a shocks, valores umbrales, bifurcaciones
o puntos de cambio en la econom¶ ³a. El mecanismo que causa los cambios de
r¶ egimen puede ser end¶ ogeno o ex¶ ogeno, siendo la primera de estas posibilidades
la perspectiva que tendremos en este trabajo. Los cambios de r¶ egimen pueden
ser reversibles o irreversibles, pero s¶ olo los cambios reversibles tienen inter¶ es
a la hora de entender las relaciones entre las °uctuaciones de las variables
econ¶ omicas y los cambios de r¶ egimen. La idea de cambio de r¶ egimen entre
sucesivos per¶ ³odos de expansi¶ on y contracci¶ on en la din¶ amica del ciclo econ¶ omico
es tambi¶ en relevante en la prensa popular donde lo que interesa es identi¯car y
predecir los puntos de cambio en la actividad econ¶ omica5.
Los modelos econ¶ omicos con m¶ ultiples reg¶ ³menes seguramente recibieron
su primera versi¶ on so¯sticada en los trabajos de Georgescu-Roegen (1951), en
el que estudi¶ o los fen¶ omenos de oscilaciones de relajaci¶ on en modelos econ¶ omi-
cos lineales. El autor atribuye a Le Corbeiller (1933) la idea de que las oscila-
ciones de relajaci¶ on (introducidas por van der Pole en la literatura matem¶ atica)
pueden ser usadas para representar los ciclos econ¶ omicos en un modelo con dos
reg¶ ³menes. En particular, el autor a¯rma que la propiedad de periodicidad
asim¶ etrica que se encuentra en los fen¶ omenos de oscilaciones de relajaci¶ on es
fundamental para capturar los ciclos econ¶ omicos, tratados hasta ese momento
como un fen¶ omeno peri¶ odico. En los fen¶ omenos de oscilaciones de relajaci¶ on
uno puede distinguir dos reg¶ ³menes distintos que dan lugar a dos fases dife-
rentes en la din¶ amica del modelo. Estos fen¶ omenos son un caso particular de
modelos con dos reg¶ ³menes, donde el cambio de r¶ egimen es debido a una dis-
continuidad en la funci¶ on que genera la din¶ amica6. Estos puntos de vista de
Georgescu-Roegen acerca de los ciclos econ¶ omicos inspiraron a Goodwin (1951)
y Leontief (1953), pero, fuera de estas contribuciones, la posibilidad del uso
de las oscilaciones de relajaci¶ on como modelo de los ciclos econ¶ omicos fue casi
abandonada en la literatura te¶ orica moderna.
Para muchos historiadores de la econom¶ ³a, el crecimiento econ¶ omico de-
ber¶ ³a ser descrito en t¶ erminos de estadios de desarrollo. Para estos, las econo-
m¶ ³as han pasado a trav¶ es de las ¶ epocas hist¶ oricas con muy diferentes estructuras
caracterizadas por distintas tecnolog¶ ³as, modos de producci¶ on y organizaciones
sociales. Es entonces que en este ¶ ambito, las ideas de r¶ egimen y cambio de r¶ eg-
imen aparecen en modo natural relacionadas a los estadios de desarrollo. Estos
estadios cambian con el tiempo dando lugar a distintas estructuras con diferen-
cias cualitativas en sus conductas din¶ amicas7. Esto es, el desarrollo econ¶ omico
5 U n ejem p lo bien conocido es el chartism o.
6 \T he di® erence b etw een up and dow n sw ings is created by a certain discontinu ity in
the regim e. Su ch a discontinuity w ill introdu ce a d iscontinu ity of th e m ovem ent (at least in
size or in d irection). T h erefore the m ovem ents related to each p hase w ill b e d escrib ed by a
di® erent fun ction ." (G eorgescu-R oegen, (1951, p.117).
7 Sigu iendo a S chum p eter, p odem os distinguir entre crecim iento, exp l ¶ ³citam ente de¯n ido
com o u n fen¶ om en o cuantitativo, y d esarrollo, u n \cam bio discontinu o que vien e d esde el
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involucra cambios no s¶ olo en los niveles de las variables sino tambi¶ en cambios en
el modo en que la econom¶ ³a funciona. Estos cambios pueden incluir modi¯ca-
ciones en las tecnolog¶ ³as, la emergencia de nuevas instituciones socioecon¶ omicas,
la utilizaci¶ on de nuevos recursos, cambios en los gustos y preferencias del con-
sumidor, etc. Todos estos cambios introducen una modi¯caci¶ on cualitativa en
la conducta din¶ amica de la econom¶ ³a. La literatura en desarrollo econ¶ omico
contiene descripciones de varios aspectos del proceso de cambio de r¶ egimen
asociados al cambio estructural. Conceptos como el \big push" (Rosenstein-
Rodan, 1943), el \crecimiento no balanceado" (Streeten, 1959), las \trampas
de pobreza" (Nurkse, 1953) o las \econom¶ ³as duales" (Lewis, 1954) est¶ an todos
conectados con un cierto tipo de cambio de r¶ egimen en el sistema econ¶ omico.
Integrando la teor¶ ³a econ¶ omica con la historia, en su libro The Stages of Eco-
nomic Growth (Rostow (1960)), Walt W. Rostow presenta una clasi¯caci¶ on de
los sistemas econ¶ omicos en cinco categor¶ ³as (o reg¶ ³menes), cada una de ellas
con su propia conducta din¶ amica, donde cada econom¶ ³a puede pasar por estos
reg¶ ³menes en forma ascendente a lo largo de su historia. Es claro que en la
visi¶ on de Rostow los cambios de r¶ egimen son irreversibles y adem¶ as est¶ an da-
dos en un cierto orden y el escenario parece ser mucho m¶ as complejo de lo que
sostienen los economistas del desarrollo.
Gen¶ ericamente, los modelos con m¶ ultiples reg¶ ³menes se pueden caracteri-
zar por la presencia de m¶ ultiples equilibrios, al menos uno por cada r¶ egimen y,
rec¶ ³procamente, muchas veces es ¶ util interpretar un modelo con m¶ ultiples equi-
librios mediante la posibilidad de exhibir m¶ ultiples reg¶ ³menes. Sabemos que en
los modelos econ¶ omicos de ¶ ultima generaci¶ on, la presencia de m¶ ultiples equi-
librios8 es una propiedad gen¶ erica. Por ejemplo, los modelos macroecon¶ omicos
donde hay fallas de coordinaci¶ on, spillovers y complementariedades estrat¶ egi-
cas pueden producir m¶ ultiples equilibrios9. En gran parte de esta literatura,
los equilibrios son Pareto-ordenables y uno de los problemas es el de encontrar
mecanismos que permitan pasar de un equilibrio a otro. Generalmente los cam-
bios de equilibrio se deben a shocks y muchas veces son modelados mediante
procesos de Markov10.
La noci¶ on de r¶ egimen econ¶ omico ha sido tambi¶ en introducida en la nueva
literatura emp¶ ³rica en crecimiento econ¶ omico11 en referencia al problema de
la convergencia por S.N. Durlauf, P.A. Johnson y D. Quah entre otros au-
tores. T¶ ³picamente los modelos te¶ oricos del crecimiento econ¶ omico analizan
la conducta din¶ amica de una ¶ unica econom¶ ³a nacional representativa pero, si
analizamos las experiencias hist¶ oricas observadas en las econom¶ ³as nacionales
durante el siglo XX, vemos que no hay evidencia para el uso de una ¶ unica
econom¶ ³a nacional representativa. Es bien conocido el resultado de que el mod-
elo neocl¶ asico de crecimiento implica la convergencia (bajo ciertas hip¶ otesis
standard) de todas las econom¶ ³as nacionales hacia un ¶ unico valor de equilibrio
p. 245).
8 G eneralm ente son dos equilibrios llam ados \alto" y \ba jo", \bu en o" y \m alo", etc.
9 E n D iam ond (1982),C oop er and John (1988) y H ow itt (1985) hay ejem plos d e econom ¶ ³as
qu e presentan estas p rop iedades.
10 P ara u n ejem p lo, ver H ow itt and M acA fee (1992) y A oki (1996).
11 P ara un a revisi¶ on d e trab ajos reciente de investigaci¶ on em p¶ ³rica sobre el problem a de la
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de largo per¶ ³odo de la tasa de crecimiento del output per c¶ apita independiente-
mente del nivel inicial del output. La nueva literatura en crecimiento econ¶ omico
ha presentado evidencia en la persistente divergencia en la tasa de crecimiento
del output per c¶ apita en las distintas econom¶ ³as nacionales y ha estudiado como
diferentes hip¶ otesis econ¶ omicas implican diferentes conductas en las trayectorias
temporales del output per c¶ apita. Esta persistente divergencia ha sido inter-
pretada con la posibilidad de que existan distintos "clubs" (o reg¶ ³menes, para
ponerlo en nuestro lenguaje) de convergencia caracterizados por distintas tasas
de crecimiento de equilibrio donde el conjunto de econom¶ ³as nacionales puede
ser dividido en los distintos reg¶ ³menes de convergencia.12 Esta evidencia es par-
ticularmente compatible con modelos de crecimiento que presentan m¶ ultiples
equilibrios, con modelos de crecimiento donde la no convexidad puede producir
m¶ ultiples equilibrios que son localmente estables.13
A partir del rol de las expectativas de los agentes de un sistema econ¶ omico,
Leijonhufvud (1987) introduce el concepto de r¶ egimen monetario. Al tomar de-
cisiones, los agentes se forman expectativas acerca del futuro y estas pueden
in°uenciar la trayectoria din¶ amica del sistema generando °uctuaciones, equi-
librios m¶ ultiples, etc. Luego, distintos estados de expectativas dan lugar a dis-
tintos reg¶ ³menes del sistema.14 La noci¶ on de r¶ egimen est¶ a tambi¶ en relacionada
al concepto de "corredor de estabilidad" de Leijonhufvud15 : la estabilidad de
una econom¶ ³a de mercado no se ve perturbada cuando el sistema es afectado
por shocks su¯cientemente peque~ nos (tan peque~ nos de dejar la econom¶ ³a en el
mismo r¶ egimen que ocupa actualmente) y tendremos inestabilidad cuando los
shocks son su¯cientemente grandes para sacar la econom¶ ³a del r¶ egimen al que
pertenece.16 Podemos entonces identi¯car diferentes reg¶ ³menes en un sistema
12 C ontrariam ente al m od elo lineal que se utiliza com ¶ un m ente p ara estud iar el crecim iento
econ¶ om ico, D u rlau f y Joh nson (1995) presentan un m od elo de crecim iento con m ¶ u ltiples
reg¶ ³m enes d on de las d iferentes econom ¶ ³as son rep resentadas con d iferentes m od elos lineales
cuand o son agru padas de acuerdo a los valores iniciales deloutpu t p er c¶ apita. E n este trab ajo,
los autores encuentran evid encia p ara la existencia d e m ¶ ultiples reg¶ ³m en es en la d in¶ am ica de
crecim iento en el sentido de que sub gru p os de econom ¶ ³as id enti¯cadas p or las condicion es
in iciales ob edecen a d istintas regresiones del tip o de S olow .
13 V er A zariad is and D razen (1990) p ara u n m od elo de este tip o. L a con ducta d in¶ am ica
de crecim iento en este m od elo es t¶ ³picam ente n o lineal dond e econ om ¶ ³as asociadas al m ism o
equ ilib rio ob edecen a una regresi¶ on lin ealcom ¶ u n. L os m od elos d e este tip o p resentan \tram pa
de p ob reza", donde econom ¶ ³as con u n nivel de ou tput inicial ba jo convergen a un n ivel de
equ ilib rio b ajo y econ om ¶ ³as con un nivel inicial alto convergen a un equilibrio alto. Q uah
(1996) ob tiene tam bi¶ en evidencia d e m ¶ ultiples reg¶ ³m en es de crecim iento en el m od elo de
G alor y Z eira (1993). A qu¶ ³ el m od elo tiene una ¶ unica ley din ¶ am ica n o lineal que tien e d os
equ ilib rios localm ente estables y las econ om ¶ ³as convergen h acia un o de estos: las econom ¶ ³as
\ricas" convergen h acia el nivel alto y las p ob res hacia el n ivel bajo.
14 C om o sostiene el autor, \the concept of m onetary regim e ¯gures p rom inently in the
recent rational exp ectations literature. E lsew h ere, I h ave u sed th e follow ing tw o-p art de¯n i-
tion of it: a m onetary regim e is a system of exp ectation s th at governs th e b ehavior of the
pu blic and that is sustained by th e con sistent b eh avior on th e p olicy-m aking au thorities."
(L eijonju fvu d (1987, p. 44).
15 V er E ® ective dem an d failu res, cap¶ ³tu lo 6 en L eijonhufvud (1981).
16 E n L eijonhufvud (1981, P ¶ ag. 109-110), el au tor presenta la n oci¶ on de corredor d in¶ am ico
en la construcci¶ on d e u na tercera \cosm olog¶ ³a" econ¶ om ica entre N eoclasicism o y K eynesian-102 M odelos E con ¶ om icos con M ¶ u ltiples R eg¶ ³m enes
econ¶ omico con diferentes corredores de estabilidad que corresponden a distintos
estados de las expectativas de los agentes y, de acuerdo con esto, tendremos un
cambio de r¶ egimen cuando los shocks sean su¯cientemente grandes.
No es sorprendente que el concepto de r¶ egimen aparezca naturalmente en
el campo de las teor¶ ³as del desequilibrio. Malinvaud (1977, 1980) considera la
existencia de diferentes reg¶ ³menes en la econom¶ ³a que est¶ an asociados a dife-
rentes regiones del espacio de precios y salarios. El modelo macroecon¶ omico
desarrollado en estos trabajos consiste en ¯rmas y agentes que interact¶ uan en
dos mercados: bienes y trabajo. Los precios de los bienes y de los salarios
son r¶ ³gidos y por lo tanto la demanda y la oferta agregadas no son necesaria-
mente iguales. El modelo contiene m¶ ultiples reg¶ ³menes e interpreta la evoluci¶ on
econ¶ omica como un continuo cambio de reg¶ ³menes. Cada r¶ egimen est¶ a basado
en un an¶ alisis econ¶ omico completo y representa un modelo de situaci¶ on que
puede ser observada por un determinado per¶ ³odo de tiempo. En el an¶ alisis
impostado por las teor¶ ³as del desequilibrio uno supone que hay un cambio en
las ecuaciones de precios y salarios de acuerdo a la naturaleza del desempleo:
se pueden identi¯car los tipos de equilibrio Keynesiano, cl¶ asico y de in°aci¶ on
reprimida de acuerdo a las diferentes ecuaciones de precios y salarios. Entonces
cada equilibrio corresponde a un r¶ egimen diferente del modelo. La ¯gura 1
ilustra la partici¶ on en reg¶ ³menes del espacio de precios y salarios. El punto de
intersecci¶ on de las dos curvas es el equilibrio walrasiano.
ism o en el m odo sigu iente: \T h e system is likely to b ehave d i® erently for large than for
m od erate d isp lacem ents from the full coord ination tim e path. W ithin som e range from the
path (referred to as \th e corrid or" for brevity), the system 's h om eostatic m echanism s w ork
w ell, and deviation -counteracting tend en cies increase in stren gth. O u tsid e that ran ge th ese
tenden cies b ecom e w eaker as the system b ecom es increasin gly su b ject to \e® ective dem an d
failu res". If th e system is disp laced su ± ciently\far out", the forces ten ding to bring it back
m ay, on balan ce, b e so w eak an d slu ggish th at -for the p racticalpu rp oses- the K eyn esian \u n-
em p loym ent equ ilibriu m m odel is as sensib le a representation of its state as econ om ic static's
w ill allow . Insid e the corrid or, m ultip lier-rep ercussion s are w eak, and d om in ated by n eo-
classical m arket adju stm ents; outside the corridor, they should b e stron g enough for e® ects
of sh ocks to the prevailing state to b e en dogenously am p li¯ed. U p to a p oint, m ultip lier-
coe± cients are exp ected to increase w ith d istance from the ideal path. W ith in the corridor,
the presum ption is in favor of \m onetarist", outsid e in favor of \¯scalist" p olicy prescriptions.
F in ally, although w ith in the corrid or m arket forces w ill b e actin g in th e d irection of clearing
m arkets, institutional obstacles of th e typ e fam iliar from th e conventional K eyn esian litera-
ture m ay, of course, intervene to m ake them in e® ective at som e p oint. T hu s, a com b ination
of m on op olistic w age setting in u nionized occupations and legal m in im u m w age restrictions
cou ld obviously cut th e autom atic ad justm ent process short b efore \equilibriu m em ploym ent"
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Figura 1. Reg¶ ³menes en el modelo de Malinvaud. La partici¶ on en reg¶ ³menes del
espacio de precios y salarios depende de las distintas constelaciones de exceso de
oferta y demanda en los mercados de precios y bienes K = R¶ egimen Keynesiano,
C = R¶ egimen de desempleo cl¶ asico, I = R¶ egimen de in°aci¶ on reprimida y U =
R¶ egimen de bajo consumo.
Cuando hay Exceso de oferta en los dos mercados, la econom¶ ³a est¶ a en el
r¶ egimen Keynesiano. Cuando hay exceso de oferta en el mercado del trabajo
y de demanda en el mercado de bienes estamos en presencia del r¶ egimen de
desempleo cl¶ asico y el r¶ egimen de in°aci¶ on reprimida se da cuando la demanda
excede a la oferta en ambos mercados. Para completar la partici¶ on del espacio
se introduce un cuarto r¶ egimen (que se da cuando hay exceso de demanda en
el mercado de trabajo y de oferta en el mercado de bienes y es raramente ob-
servable) llamado de bajo consumo. El modelo de Malinvaud es est¶ atico pero
trabajos posteriores (como por ejemplo Blad (1981), Blad y Zeeman (1982),
Honkopohja e Ito (1983) e Ito (1980)) introducen la din¶ amica en el sistema.
Estos trabajos discuten la estabilidad del equilibrio walrasiano pero no presen-
tan una descripci¶ on explicita de la din¶ amica de pasaje de un r¶ egimen a otro.
El t¶ ermino r¶ egimen se hizo notorio en la literatura econ¶ omica a partir de
los trabajos de Lucas. En la cr¶ ³tica de Lucas se argumenta que los par¶ amet-
ros macroecon¶ omicos no son invariantes a cambios en los reg¶ ³menes pol¶ ³ticos y
por lo tanto la estima econom¶ etrica no es e¯ciente para calcular el impacto de
los cambios pol¶ ³ticos. Lucas argumenta que la inestabilidad de los par¶ ametros
puede ser explicada por un cambio en las expectativas de los agentes en re-
spuesta a cambios en el r¶ egimen pol¶ ³tico.17 De acuerdo a esto, los par¶ ametros
17 C om o p uede verse en la siguiente argum entaci¶ on: \given that the stru ctu re of an econo-
m etric m odel con sists of optim al decision ru les of econ om ic agents, an d th at optim al decision
rules vary system atically w ith ch an ges in the structure ofseries relevant to the decision m aker,
it follow s that any change in p olicy w ill system atically alter the stru ctu re of econom etric
m od els" (L ucas, (1976, p. 184).104 M odelos E con ¶ om icos con M ¶ u ltiples R eg¶ ³m enes
de las ecuaciones estimados a nivel macro son inestables debido a los posibles
cambios en el ambiente y, si hay cambios, la forma reducida de los par¶ ametros
no es m¶ as ¯able. Una de las v¶ ³ctimas de la cr¶ ³tica de Lucas es la curva de
Phillips, cuyos par¶ ametros dependen del r¶ egimen monetario. Esto dio lugar no
s¶ olo al abandono de la curva de Phillips sino tambi¶ en a una nueva explicaci¶ on
ex¶ ogena del ciclo econ¶ omico. Pero esta no es la ¶ unica alternativa; estos cam-
bios en el ambiente pueden ser tambi¶ en representados con modelos del ciclo
econ¶ omico end¶ ogenos (o mixtos) con m¶ ultiples reg¶ ³menes.18
Para ¯nalizar esta revisi¶ on, vamos a analizar los diferentes usos y de¯ni-
ciones del concepto de r¶ egimen que aparecen en la literatura econom¶ etrica.
Los comovimientos entre las variables econ¶ omicas (esto es, un gran n¶ umero
de variables que cambian conjuntamente) y la divisi¶ on en estados separados
(o reg¶ ³menes) son dos propiedades clave para cualquier investigador del ciclo
econ¶ omico emp¶ ³ricamente orientado, pero, gran parte de la literatura econom¶ e-
trica trabaja con una estructura lineal del ciclo econ¶ omico y esta perspectiva
le impide capturar los co-movimientos y reg¶ ³menes. Los trabajos de Quandt
(1958) y Goldfeld y Quandt (1973) son pioneros en la introducci¶ on del con-
cepto de r¶ egimen y cambio de r¶ egimen. En estos se presentan m¶ etodos para
encontrar puntos de cambio en una regresi¶ on lineal que obedece a dos reg¶ ³menes
distintos, donde el proceso de cambio de r¶ egimen se representa mediante una
cadena de Markov.19 Un trabajo reciente que presenta un modelo econom¶ etrico
de cambio de r¶ egimen es Hamilton (1989). En este modelo hay dos reg¶ ³menes
y estos son tratados como distintos objetos probabil¶ ³sticos donde nuevamente
la transici¶ on entre los reg¶ ³menes esta gobernada por un proceso de Markov.
Otra clase de modelos econom¶ etricos de cambio de r¶ egimen son los \threshold
autoregressive models" (TAR)20 que son una linearizaci¶ on a trozos de modelos
no lineales en el espacio de los estados por intermedio de la introducci¶ on de un
cierto conjunto de valores umbrales. En todos los modelos econom¶ etricos que
hemos se~ nalado un r¶ egimen es considerado como un objeto probabil¶ ³stico rep-
resentando \episodios en los cuales la conducta din¶ amica de la serie temporal
es marcadamente diferente" (Hamilton (1989, p. 358)) y el cambio de r¶ egimen
tiene una explicaci¶ on ex¶ ogena como un proceso de Markov.
3 . D e¯ n ici¶ o n fo rm al d e r¶ eg im en . M o d elo s co n m ¶ u ltip les reg¶ ³m en es
En esta secci¶ on intentaremos formalizar las ideas expuestas en la secci¶ on ante-
rior rescatando lo esencial de los distintos conceptos de r¶ egimen que aparecen
en la literatura y para esto empezaremos por de¯nir que es lo que entendemos
por r¶ egimen y por modelo con m¶ ultiples reg¶ ³menes. La idea central es que en
estos modelos el espacio de los estados de la econom¶ ³a puede ser dividido en
subconjuntos de acuerdo a la conducta din¶ amica que se presenta en cada uno
de ellos. Cada uno de estos subconjuntos con su correspondiente din¶ amica es
un r¶ egimen. Nuestra de¯nici¶ on la daremos en el caso en que la din¶ amica de la
18 V er B rida (2006a).
19 N eftci (1982) p resenta u n m odelo sim ilar dond e h ay dep end en cia tem p oral de las pro-
babilidades de transici¶ on , a diferencia del m od elo d e H am ilton dond e las probabilidades de
tran sici¶ on son indep en dientes del tiem p o.
20 V er T ong (1983), T ong y L im (1980) y P otter (1995).E lvio A ccin elli y Juan G abriel B rida 105
econom¶ ³a es determinista y a tiempo discreto pero es f¶ acilmente adaptable al
caso continuo y/o con una componente estoc¶ astica.
De¯nici¶ on: Si M es un espacio m¶ etrico, (M i)i2 I es una partici¶ on de M y
ffi : M i ! M ;i 2 Ig es una familia de funciones, entonces cada par R i :=
(fi;M i) es un r¶ egimen. La din¶ amica al interno de un regi¶ on M i est¶ a dada por
la ecuaci¶ on en diferencias
x t+ 1 = fi(x t);x t 2 M i;
y la din¶ amica global del modelo con m¶ ultiples reg¶ ³menes esta dada por el sistema
din¶ amico (f;M ) con dominio M y donde f es tal que f (x ) = fi(x ), si x 2 M i.
Esto es, la din¶ amica en M est¶ a dada por la ecuaci¶ on en diferencias
x t+ 1 = f (x ) = fi(x );x 2 M i:
Rec¶ ³procamente, si el dominio M de un sistema din¶ amico (f;M ) se puede
dividir en una familia de subconjuntos que no se solapan (M i)i2 I, al interno de
cada uno de los cuales la conducta din¶ amica puede ser considerada diferente,
entonces podemos de¯nir un r¶ egimen mediante el par R i := (fi;M i). N¶ otese
que estas descomposiciones en general no son ¶ unicas y los criterios para hacer
la divisi¶ on pueden ser pueden ser econ¶ omicos, matem¶ aticos, estad¶ ³sticos, etc.
La de¯nici¶ on que hemos dado re°eja el hecho de que distintos reg¶ ³menes
est¶ an representados con diferentes modelos locales. Para ser interesante, una
partici¶ on tiene que tener por lo menos dos reg¶ ³menes y estos no deben ser in-
variantes, permitiendo el pasaje de uno a otro r¶ egimen. En nuestra concepci¶ on,
un r¶ egimen es entendido como un modelo local y por lo tanto un modelo con
m¶ ultiples reg¶ ³menes debe ser visto como un hipermodelo o modelo de modelos.
Tenemos entonces que los modelos con m¶ ultiples reg¶ ³menes, a¶ un en el caso que
la din¶ amica al interno de cada r¶ egimen sea lineal, deben ser siempre modelos
no lineales.
En los sistemas din¶ amicos con m¶ ultiples reg¶ ³menes podemos distinguir dos
tipos de din¶ amica: una al interno de cada r¶ egimen y una a trav¶ es de los distintos
reg¶ ³menes. La primera (cuantitativa) representa la conducta din¶ amica de cada
r¶ egimen y la segunda (cualitativa) formaliza el cambio de reg¶ ³menes. Estamos
interesados en la segunda din¶ amica, que llamamos din¶ amica de reg¶ ³menes y
representa una cierta forma de cambio estructural en la econom¶ ³a pues lo que
cambia es el modelo local.
A este punto podemos presentar nuestro m¶ etodo de representaci¶ on de la
din¶ amica de reg¶ ³menes mediante la codi¯caci¶ on de los distintos reg¶ ³menes del
modelo. Cada trayectoria de un sistema din¶ amico con m¶ ultiples reg¶ ³menes
puede ser representado por la sucesi¶ on de reg¶ ³menes por los que pasa; esto
es, podemos olvidar los valores que toma y sustituirlos por el correspondiente
r¶ egimen. Si de¯nimos, por ejemplo, el ¶ ³ndice de reg¶ ³menes para un estado dado
mediante la funci¶ on:
¼ : M ! I con ¼ (x ) = i si y s¶ olo si x 2 M i
entonces la sucesi¶ on simb¶ olica
(S n (x ))n 2 N = (¼ (f (n )(x )))n 2 N106 M odelos E con ¶ om icos con M ¶ u ltiples R eg¶ ³m enes
nos da la din¶ amica del sistema como una sucesi¶ on de reg¶ ³menes. O sea que lo
que hacemos es etiquetar cada r¶ egimen con un s¶ ³mbolo21 y, teniendo en cuenta
la regi¶ on en la que est¶ a el sistema para cada tic del reloj, podemos traducir
la trayectoria puntual en una sucesi¶ on simb¶ olica. Para cada ¶ orbita del sistema
original obtenemos una sucesi¶ on de s¶ ³mbolos y es claro que dos ¶ orbitas distintas
podr¶ ³an estar representadas por la misma sucesi¶ on simb¶ olica (este es el caso
cuando dos trayectorias puntuales visitan exactamente los mismos reg¶ ³menes
contempor¶ aneamente). Tenemos entonces un sistema din¶ amico simb¶ olico que
reproduce la conducta del sistema original en una versi¶ on simpli¯cada pero que
es adecuada para la representaci¶ on de la din¶ amica de reg¶ ³menes. En el sistema
din¶ amico simb¶ olico el espacio esta formado por sucesiones de s¶ ³mbolos del alfa-
beto (que es espacio m¶ etrico donde dos sucesiones est¶ an \cerca" si coinciden en
un bloque inicial de s¶ ³mbolos \su¯cientemente grande") y la din¶ amica esta dada
por la funci¶ on shift (representada con ¾ ) que mueve cada s¶ ³mbolo una posici¶ on
hacia la izquierda (o, dicho de otra manera, que suprime el primer s¶ ³mbolo). La
riqueza de la din¶ amica de este sistema no depende de las propiedades topol¶ og-
icas del espacio ni de la de¯nici¶ on de la funci¶ on shift sino de las reglas que
permiten decidir si una sucesi¶ on simb¶ olica pertenece al espacio o no. En al-
gunos casos estas reglas pueden ser especi¯cadas mediante grafos dirigidos que
tienen como v¶ ertices los s¶ ³mbolos del alfabeto o mediante matrices (que son las
matrices adyacentes a los grafos). Al grafo dirigido que especi¯ca las posibles
sucesiones simb¶ olicas del sistema se le llama grafo de transici¶ on y en este grafo
toda caminata in¯nita es una sucesi¶ on del sistema. Un ejemplo sencillo de esta
representaci¶ on se puede dar con el shift total en n s¶ ³mbolos: si A es un alfabeto
con n s¶ ³mbolos, el conjunto de todas las sucesiones simb¶ olicas de¯nidas en A se
llama el espacio shift total y se representa por A N . El sistema din¶ amico (¾;A N )
se llama shift total y podemos pensar las ¶ orbitas de este sistema como todas
las caminatas in¯nitas en el grafo dirigido que tiene como v¶ ertices los s¶ ³mbolos
del alfabeto A y est¶ a totalmente conectado (es decir que hay una °echa desde
i hacia j para todo par de s¶ ³mbolos i;j 2 A ). En la ¯gura 2 hemos represen-
tado el grafo de transici¶ on y la matriz adyacente que especi¯can las sucesiones
simb¶ olicas que pertenecen al shift total con dos s¶ ³mbolos.
Otra variedad importante de espacios de sucesiones simb¶ olicas que se pue-
den representar mediante grafos dirigidos son los shifts de tipo ¯nito. Para
introducir este tipo particular de shifts, debemos dar algunas de¯niciones pre-
vias que pasamos a detallar. Dada una sucesi¶ on S = (S n )n 2 N de¯nida en el
alfabeto A y una sucesi¶ on ¯nita (llamada palabra) de s¶ ³mbolos de A , decimos
que w ocurre s en si existen ¶ ³ndices i y j tales que w = S iS i + 1 :::S j. Si
P es un conjunto ¯nito de palabras de A , llamamos espacio shift de palabras
prohibidas P (y lo denotamos por X P ) al conjunto de todas las sucesiones sim-
b¶ olicas de¯nidas en A en las que no ocurren las palabras de P . No vamos aqu¶ ³ a
indicar como se pueden especi¯car mediante grafos dirigidos las sucesiones que
pertenecen a un shift de tipo en un caso general;22 solamente presentamos un
21 E l conju nto A d e los s¶ ³m b olos usados p ara etiqu etar los reg¶ ³m en es se llam a alfab eto.
22 E sto requ erir¶ ³a u na exp osici¶ on t¶ ecn ica y exten sa que esta fuera d e los ob jetivos intro-
du ctorios al m ¶ etodo d e representaci¶ on d e la d in ¶ am ica d e reg¶ ³m en es d e este art¶ ³culo. E l lector
interesad o pued e consultar los libros A d ler (1998) y L ind y M arcu s, (1995) p ara u na exp osi-
ci¶ on d etallada de la teor¶ ³a d e los sistem as din ¶ am icos sim b¶ olicos y la representaci¶ on de shiftsE lvio A ccin elli y Juan G abriel B rida 107
ejemplo que ilustra el caso en que P esta formado por palabras de dos s¶ ³mbolos.
Figura 2. Grafo de transici¶ on y matriz de adyacencia que representan el shift
total con alfabeto A = f0;1g.
La presencia en el grafo de una °echa desde i hacia j indica que en una
sucesi¶ on del espacio el s¶ ³mbolo j puede seguir a la i y la ausencia de esta °echa
indica que en las sucesiones del espacio el s¶ ³mbolo j no puede seguir a la i. Un
cero en la entrada ij de la matriz signi¯ca que no hay una °echa desde i hacia
j en el grafo y un uno signi¯ca que hay una °echa desde i hacia j.
Ejemplo: El shift de Fibonacci es el conjunto de las sucesiones binarias en
que no hay dos 1 seguidos; o sea es el espacio shift de tipo ¯nito X P en el alfabeto
A = f0;1g con conjunto de palabras prohibidas P = f11g.23 Las sucesiones
que pertenecen a X P pueden ser especi¯cadas mediante el grafo dirigido de la
¯gura 3.
Figura 3: Grafo de transici¶ on y matriz adyacente que representan al shift de
Fibonacci.
Para cada caminata in¯nita en este grafo existe una sucesi¶ on del shift de
Fibonacci que satisface la sucesi¶ on de s¶ ³mbolos determinada por la caminata
y rec¶ ³procamente. La construcci¶ on del grafo de transici¶ on para el caso de un
shift de tipo ¯nito de¯nido en el alfabeto de n s¶ ³mbolos A = f1;2;:::;n g con
conjunto de palabras prohibidas P de dos s¶ ³mbolos se hace mediante la siguiente
regla: si la palabra ij es permitida entonces hay una °echa del v¶ ertice i al j y
si la palabra ij es prohibida entonces no hay una °echa del v¶ ertice i al j. La
matriz adyacente se construye del modo siguiente: un cero en la entrada ij de
la matriz signi¯ca que no hay una °echa desde i hacia j en el grafo y un uno
signi¯ca que hay una °echa desde i hacia j.
En los casos en que el espacio de las sucesiones simb¶ olicas se puede repre-
sentar por grafos y matrices, las propiedades din¶ amicas del cambio de r¶ egimen
de tip o ¯nito. L os lib ros d e D evan ey (1987) y A lliood , Sauer y J.A . Y orke, (1997) contiene
varios ejem p los de rep resentaci¶ on d e sistem as din ¶ am icos un idim ensionales y bidim ension ales
m ed iante sistem as din ¶ am icos sim b¶ olicos.
23 E ste shift se llam a de F ib on acci p orque el n ¶ um ero de trayectorias de lon gitud n son los
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del sistema se ven re°ejadas en propiedades algebraicas del grafo o la matriz.24
Esto simpli¯ca mucho el estudio de las propiedades din¶ amicas del sistema y
permite, por ejemplo, calcular la entrop¶ ³a topol¶ ogica del sistema (que es un
indicador de su complejidad) mediante t¶ ecnicas sencillas.
Cuando tenemos un modelo cuya din¶ amica de reg¶ ³menes esta represen-
tada simb¶ olicamente, la evoluci¶ on y las propiedades de recurrencia del sistema
original son re°ejadas por propiedades an¶ alogas de su trayectoria simb¶ olica.25
A partir de esta representaci¶ on podemos rede¯nir todos los conceptos din¶ ami-
cos en t¶ erminos de la din¶ amica de reg¶ ³menes: r¶ egimen de equilibrio, periodi-
cidad en los reg¶ ³menes, etc. Por ejemplo, podemos decir que el r¶ egimen A es
un equilibrio si existe una trayectoria puntual cuya din¶ amica de reg¶ ³menes es
:::A A A A A A ::: = :::A 1 , un ciclo de per¶ ³odo dos en los reg¶ ³menes A y B es
una sucesi¶ on de reg¶ ³menes que puede ser representada simb¶ olicamente mediante
A B A B A B A B A B :::= (A B )1 , etc. En particular, decimos que un r¶ egimen es
estable si toda trayectoria que entra en su dominio queda all¶ ³; esto es, el r¶ egimen
R i = (fi;M i) es estable si y s¶ olo si fi(M i) µ M i. En este caso, ya que s¶ olo hay
cambio de r¶ egimen si la sucesi¶ on simb¶ olica (S n (x ))n 2 N es tal que S n + 1 6 = S n ,
cuando una trayectoria entra en el r¶ egimen estable A , la representaci¶ on de la
din¶ amica de reg¶ ³menes debe continuar con A . Un r¶ egimen es inestable si toda
trayectoria que entra en su dominio, en un n¶ umero ¯nito de per¶ ³odos escapa
a otro dominio de fase; esto es, R i := (fi;M i) es inestable si y s¶ olo si para
todo x 2 M i existe un natural k tal que (fi)k(x ) = 2 M i. Los reg¶ ³menes estables
e inestables son casos extremos; en general un r¶ egimen tiene trayectorias que
escapan y otras que quedan en el dominio de fase. Si todos los reg¶ ³menes son
estables no hay posibilidad de cambio de r¶ egimen y el sistema puede ser de-
scompuesto en distintos modelos con un ¶ unico r¶ egimen. Es claro que para tener
din¶ amica de reg¶ ³menes no trivial al menos dos reg¶ ³menes deben ser no estables.
Un punto interesante (pues tiene que ver con lo que en la literatura se
conoce como \path dependence") es saber si un modelo (f;M ) con m¶ ultiples
reg¶ ³menes es capaz de generar una determinada evoluci¶ on ¯nita de reg¶ ³menes.
Dado un sistema din¶ amico con m¶ ultiples reg¶ ³menes fR i = (fi;M i);i 2 Ig y una
sucesi¶ on ¯nita y ordenada de s¶ ³mbolos i0i1 :::ik con ij 2 I(j = 0;1;:::;k), la
condici¶ on para que exista un x 2 M tal que (¼ (f i(x ))) = ij para j = 0;1;:::;k
(es decir, una trayectoria que visite los reg¶ ³menes R p 0;R p 1;:::;y R p k en ese
orden) es que el punto x veri¯que la condici¶ on
x 2 M p 0;f (x ) 2 M p 1;:::;f k(x ) 2 M p k ;
o en forma equivalente,
x 2 \ k
i= 0f ¡ i(M p i):
Entonces, la condici¶ on necesaria y su¯ciente para que exista una trayectoria que
siga la evoluci¶ on de reg¶ ³menes de¯nida por i0i1i2 :::ik es que \ k
i= 0f ¡ i(M p i) 6 = ;:
24 E n p articular en B rida (2000) el lector pu ede en contrar un d iccionario p ara trad ucir
propied ad es de sistem a d in¶ am ico sim b ¶ olico en propied ad es algebraicas de la m atriz adyacente.
25 E n algunos casos, p od em os obtener u na rep resentaci¶ on total d e la din¶ am ica del sistem a
m ed iante un sistem a sim b ¶ olico que es conjugado al sistem a origin al. E ste es el caso cuando
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En resumen, en esta secci¶ on vimos que para estudiar la din¶ amica de reg¶ ³menes
de un modelo con m¶ ultiples reg¶ ³menes, tenemos que estudiar la din¶ amica sim-
b¶ olica que tiene como alfabeto las etiquetas de los reg¶ ³menes y las sucesiones
que suceden en la din¶ amica son las sucesiones de¯nidas en el alfabeto tales que
existe una trayectoria puntual que sigue la secuencia de reg¶ ³menes represen-
tados en la sucesi¶ on simb¶ olica. En otras palabras, si A = f1;2;:::;S g es el
alfabeto y A N = f(S n )n 2 N jS n 2 A g es el espacio de todas las sucesiones sim-
b¶ olicas de¯nidas en A , el dominio de la din¶ amica de reg¶ ³menes de un modelo
(f;M ) con m¶ ultiples reg¶ ³menes es el conjunto formado por las sucesiones sim-
b¶ olicas (S n )n 2 N 2 A N tales que existe un x 2 M con (S n )n 2 N = (S n (x ))n 2 N =
(¼ (f (n )(x )))n 2 N , en la pr¶ oxima secci¶ on presentaremos un ejemplo sencillo de
como puede ser usado el m¶ etodo en un caso particular. No pretendemos de-
sarrollar un modelo nuevo y es por esto que hemos usado la ecuaci¶ on log¶ ³stica
(o cuadr¶ atica) que aparece en muchos modelos econ¶ omicos de la literatura en
din¶ amica econ¶ omica reciente.
U n ejem p lo
En esta secci¶ on (y con el ¶ unico ¯n de ilustrar la utilidad del m¶ etodo) presenta-
mos un ejemplo de representaci¶ on simb¶ olica del modelo log¶ ³stico con dos re-
g¶ ³menes. En realidad no vamos a describir el modelo sino que usaremos la
funci¶ on log¶ ³stica que aparece en muchos modelos de din¶ amica econ¶ omica. En
Sordi (1996) se puede encontrar una revisi¶ on muy completa de la literatura en
teor¶ ³a del caos y din¶ amica econ¶ omica donde la ecuaci¶ on ¯nal de los modelos se
reduce a una ecuaci¶ on log¶ ³stica.
Figura 4: El gra¯co de la funci¶ on log¶ ³stica f¸ (x ) = ¸ x (1 ¡ x ) cuando ¸ 4.
Sea f¸ : [0;1] ! [0;1] de¯nida por f¸ (x ) = ¸ x (1 ¡ x ) la funci¶ on log¶ ³stica,
donde ¸ es un n¶ umero real positivo mayor que 4.26 En la ¯gura 4 presentamos
el gr¶ a¯co de f¸ .
26 T raba jam os con los valores d e m ayores que 4 p ara no h acer ted iosa la d iscu si¶ on del110 M odelos E con ¶ om icos con M ¶ u ltiples R eg¶ ³m enes
La funci¶ on es creciente en el intervalo I0 = [0;1=2) y decreciente en I1 =
(1=2;1], lo que nos da un criterio matem¶ atico para dividir en estos dos reg¶ ³-
menes, que ser¶ an representados por los n¶ umeros 0 y 1 respectivamente. Sea
x un punto del intervalo [0;1]; de acuerdo al criterio descrito en la secci¶ on
anterior a x le asociamos la sucesi¶ on S = (S n )n 2 N 2 f0;1gN eligiendo S n = 0
si (f¸ )n (x ) 2 I0 y S n = 1 si (f¸ )n (x ) 2 I1. Es claro que hay puntos del
dominio de f¸ cuya imagen no pertenece al intervalo [0;1] por lo que debemos
restringir el dominio de nuestra funci¶ on. Vamos a tomar como dominio del
sistema din¶ amico el conjunto de puntos cuya ¶ orbita permanece siempre en el
intervalo [0;1]; esto es,
¤ = fx 2 [0;1]=f n
¸ (x ) 2 [0;1] para todon ¸ 0g:
N¶ otese que el conjunto ¤ es invariante bajo f¸ .27 Sean f0;1gN =
P
2 el es-





2 la funci¶ on shift dada por ¾ ((S n )n 2 N ) = (S n + 1)n 2 N ; queremos
mostrar que para los valores de ¸ mayores que 4, los sistemas din¶ amicos (¤;f¸ )
y (¾;
P
2) son topol¶ ogicamente conjugados. Para esto consideramos la funci¶ on
de simbolizaci¶ on ¼ . ¤ !
P
2 de¯nida del modo siguiente: si x 2 ¤ , la suce-
si¶ on ¼ (x ) = S = (S n )n 2 N ) = S 0S 1S 2S 3 ::: 2
P
2 = f0;1gN veri¯ca que para
todo n¶ umero natural n es S n = 0 si f (x )n (x ) 2 I0 y S n = 1 si f (x )n (x ) 2 I1.
Podemos ahora enunciar el resultado que permite representar la din¶ amica de
reg¶ ³menes del modelo:28
P ro p o sici¶ o n :La funci¶ on ¼ : ¤ !
P
2 es una conjugaci¶ on topol¶ ogica entre
los sistem as din¶ am icos (¤;f¸ ) y (
P
2;¾ ). E sto es,
a) ¼ es biyectiva,
b) ¼ es continua,
c) ¼ ¡ 1 es continua, y
d) ¼ o f¸ = ¾ o¼ :
De aqu¶ ³ se deduce que la din¶ amica de reg¶ ³menes de la funci¶ on log¶ ³stica con
los dos reg¶ ³menes elegidos esta representada por el shift total con dos s¶ ³mbolos
y por lo tanto el grafo dirigido o la matriz de adyacencia de la ¯gura 3 dan una
especi¯caci¶ on de las posibles sucesiones de reg¶ ³menes que se pueden dar en el
modelo.
ejem p lo que p retend e solam ente ser ilustrativo d el m ¶ etodo de representaci¶ on de la d in¶ am ica
de reg¶ ³m enes.
27 E l conju nto d e los puntos cuya ¶ orbita p erm an ece en el intervalo [0,1] es un con junto
de C antor. V er B rid a (2000) p ara un a d em ostraci¶ on de este resultado. E ste con junto tiene
m ed ida d e L eb esgue cero y p or lo tanto casi todo p unto del intervalo [0,1] d eja el intervalo
lu ego d e u n n ¶ um ero ¯ nito d e iteracion es. A p esar de ser un con junto \p equ e~ n o", contiene
tod as las ¶ orb itas interesantes de f?.
28 B rid a (2000) p ara un a d em ostraci¶ on de los resultados enun ciad os en esta secci¶ on.E lvio A ccin elli y Juan G abriel B rida 111
Figura 5: Grafo de transici¶ on y matriz de adyacencia que representan la din¶ ami-
ca simb¶ olica de la funci¶ on log¶ ³stica f¸ (x ) = ¸ x (1 ¡ x ) cuando ¸ 4. Un cero en la
entrada ij signi¯ca que no hay una °echa de i a j y un uno que hay una °echa
de i a j, donde i, j = 0;1.
Observaci¶ on: Esta divisi¶ on en dos regiones del dominio es un ejemplo de
una partici¶ on de Markov y en este caso cada punto de se puede identi¯car con
una sucesi¶ on simb¶ olica de ceros y unos. El uso de la din¶ amica simb¶ olica en este
ejemplo mani¯esta todo su poder ya que obtenemos una conjugaci¶ on topol¶ ogica
entre la funci¶ on log¶ ³stica y el shif total de tipo ¯nito en dos s¶ ³mbolos. Por lo
tanto la din¶ amica de regimenes del modelo es comparable a la generada por una
cadena de Markov con dos estados y probabilidades de pasaje entre los estados
iguales a 1=2.
4 . C o n clu sio n es
Este trabajo esta escrito en la ¯losof¶ ³a de que las observaciones y mediciones
humanas de los fen¶ omenos econ¶ omicos se llevan siempre a cabo con precisi¶ on
¯nita. Esta precisi¶ on se a¯na con el avance de la ciencia, pero nunca podr¶ a
alcanzar un estado de exactitud absoluta. No es posible atrapar un proceso
econ¶ omico en todos sus detalles y conexiones y debemos focalizarnos en un
cierto nivel de observaci¶ on. Por otro lado, el objetivo de nuestras observaciones
y mediciones es la construcci¶ on de conclusiones rigurosas acerca de la ley y de
las propiedades b¶ asicas del proceso econ¶ omico en estudio. El balance entre pre-
cisi¶ on ¯nita y conclusiones rigurosas puede ser alcanzado por intermedio de una
descripci¶ on gruesa de la din¶ amica y la din¶ amica de reg¶ ³menes que intentamos
representar en este trabajo no es m¶ as que eso, una descripci¶ on gruesa de la
din¶ amica del proceso en estudio.
El m¶ etodo simb¶ olico de representaci¶ on de la din¶ amica de reg¶ ³menes que
hemos introducido reproduce la evoluci¶ on de una econom¶ ³a desde el punto de
vista de los cambios de r¶ egimen como una sucesi¶ on temporal de s¶ ³mbolos. El
punto de partida del m¶ etodo es la divisi¶ on del espacio de los estados de una
econom¶ ³a en un n¶ umero ¯nito de regiones llamadas reg¶ ³menes y considerar
expl¶ ³citamente la din¶ amica de pasaje de un r¶ egimen a otro. A partir de esta
divisi¶ on y de la codi¯caci¶ on de los reg¶ ³menes se obtiene una din¶ amica simb¶ olica
a la que, en principio, se le pueden aplicar los instrumentos matem¶ aticos desa-
rrollados en la teor¶ ³a de los sistemas din¶ amicos simb¶ olicos. Uno de los m¶ eritos
del m¶ etodo es la posibilidad de representar en algunos casos la din¶ amica de
reg¶ ³menes mediante grafos dirigidos y traducir propiedades algebraicas de la
matriz adyacente en propiedades de la din¶ amica de regimenes. Asimismo, el
m¶ etodo puede ser aplicado para el estudio de la din¶ amica de reg¶ ³menes de
una econom¶ ³a real pues a partir de las series temporales de datos y un criterio112 M odelos E con ¶ om icos con M ¶ u ltiples R eg¶ ³m enes
pre¯jado para la divisi¶ on del espacio de los estados de la econom¶ ³a en reg¶ ³menes,
podemos codi¯car las series temporales transform¶ andolas en series temporales
simb¶ olicas. Estas series simb¶ olicas pueden luego estudiadas mediante t¶ ecnicas
estad¶ ³sticas que permiten, entre otras cosas, hacer estudios comparativos de las
din¶ amicas de cambio de reg¶ ³menes de distintas econom¶ ³as y la calibraci¶ on de
modelos te¶ oricos a partir de los datos de modo tal que la din¶ amica de cambio
de reg¶ ³menes observada y la del modelo sean su¯cientemente cercanas.29
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